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Geometria I1I. Examen VI

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Contesta a dos de los tres siguientes apartados:

1. Razona si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa: “En un espacio afin
3—dimensional la interseccién de tres planos distintos o es vacia, o un punto

0 una recta afin”.

Sabemos que la interseccion de subespacios afines es, o vacia, o un subespacio
afin de dimensién menor o igual a la dimension de los subespacios afines que se
intersecan. Por tanto, sabemos que la interseccion puede ser vacia, un punto,

una recta o un plano afin.

No obstante, veamos que no puede ser un plano afin. Si lo fuese, para cada uno
de los planos que intersecan tendriamos que tienen la misma dimension que la
interseccién y la contienen, por tanto, serian la intersecciéon. No obstante, esto

es una contradiccién, ya que son planos distintos.

2. Razona qué movimiento rigido resulta al componer un giro con una simetria

axial en un plano euclideo.

En este caso, tenemos que f = Gy, 00r, con p € R* 0 €]0,7] y R C R?
Tenemos que |f| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa. Por
tanto, se trata de una simetria axial o una simetria axial con deslizamiento.
Supongamos que es una simetria axial con deslizamiento, t, o g, con v €

\ {0}. Tenemos que:

G@vaO'R:tvOUS:>G9,p:tUOO'SOO'R

Distinguimos en funion de la posiciéon relativa de S y R:

» Si S = R (son coincidentes), entonces sabemos que og o og = Idp2, por
lo que Gy, = t,, llegando a una contradiccion, ya que el giro tiene puntos

fijos pero la traslacién no.

» Si S||R, S # R (son paralelas), entonces sabemos que og o og = t,,, con

we ST\ {0}. Comowe St ywve S, tenemos que w L v, por lo que
v+ w # 0. por lo que Gy, = ty4. Esto es una contradiccion, ya que el

giro tiene puntos fijos pero la traslacion no.

» Si SN R # 0, SMR (son secantes), sabemos que og o or €s un giro
de centro ¢ de dngulo no orientado 6’ €]0,x]. Por tanto, tenemos que
Gyp = t,0Gy 4, que también es una contradiccion, ya que p no se mantiene

fijo en el caso de la derecha.
Por tanto, se trata de una simetria axial.

3. Enuncia y demuestra el Teorema de Thales.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). En R3, se consideran los planos [1 = —z—y+2z = 1y IT’

r4+y+z=—1lylasrectasr = (—1,0,0)+L{(1,1,0)} y v = (0,0, —1)+L{(1,0,1)}.

1. Prueba la existencia de una afinidad f : R® — R?® que verifique f(IT) = I y

f(r) =r". Determina sus ecuaciones en el sistema de referencia canénico.
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Sean los sistemas de referencia dados por R = {(—1,0,0), {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}}
y R' ={(0,0,-1),{(1,0,1),(1,0,—1), (0,1, —1) } }.
Consideramos ahora entonces f cuya matriz asociada es la siguiente:

M(f,R,R) =

Tenemos que:

f(T) =f ((_17070) + ‘C{(lv 170)}) =f ((_17070)) + ? (L{(lv 170)}) =
=(0,0,—1) + £{(1,0, 1)} =+

FIT) = £((=1,0,0) + £{(1,0,1), (0,1, )}) = £ ((~1,0,0)) + f (£{(1,0,1),(0,1,1)}) =
= (0,0,—1) + £{(1,0,-1), (0,1, -1)} =TI’

Calculamos su expresion en el sistema de referencia canénico:

M(f,Ro) = M (Idgs, R',Ro) - M (f,R,R') - M (Idgs, Ry, R) =
= M (Idgs, R',Ro) - M (f,R,R) - M (Idgs, R, Ry)” " =

1000 1o 0o 0\
—1[1 10 0T 1 0
“lojto1 '] ol1 0 1 B
00 11 10 -1 -1
1100 0
| =110 o
1 ojo1 0
110 0 -1

2. Demuestra que r y r’ se cruzan y calcula la distancia entre ellas.

Calculamos la interseccion entre r y r’. Para ello, tenemos que:
P={(-1EAN0) [ AER} o' ={(u,0,~1+p) | € R}

Para que se intersequen, han de existir A, 4 € R tales que:

—1+A=0pu
(=1 4+ XM X0)=(,0,-14+p) = ¢ A=0
O0=-1+p

Por tanto, de la tercera ecuacion deducimos que p = 1, y sustituyendo en la
primera, tenemos que A = 2. Por tanto, vemos que no se intersecan. Calculamos
ahora la distancia entre ambas rectas. Necesitamos buscar p € ry p’ € 1’ tales

s
que pp/ S 7“‘ N 77J‘. Tenemos que:

—

pp:(#+1_)\>—)\7—1+ﬂ), MaAGR

3
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_)
Por tanto, imponiendo que pp’ € 7in 77% tenemos que:

=pu—2A=-1
=2u—A=0

N

Por tanto, deducimos que y = %2, A = %, por lo que p = (—%, %, 0) y ademas

3
p = (%, 0, —%) Tenemos que:

12
d(r,7") =d(p,p) = §+2 =2

Ejercicio 3 (2.5 puntos). En R3 y respecto del sistema de referencia euclideo usual,
calcula las ecuaciones de la simetria axial con deslizamiento, f : R* — R3, que
verifica f(0,0,0) = (1,1,2) y ?(1, 1,0) = (1,1,0).

En este caso, consideremos el plano de R? dado por Il = z = 1, y el vector dado
porv = (1,1,0) € Tl Sea f la simetria axial respecto de la recta R = (0,0, 1)+ L{v}
compuesto con la traslacion de vector v. En la base usual, tenemos que:

£(0,0,0) = (0,0,2) + (1,1,0) = (1,1,2)  F(1,0,0) = (0,1,0)
7(0,1,0) = (1,0,0)  £(0,0,1) = (0,0, 1)

Por tanto, tenemos que:

o OO

M(f, Ro) =

N — | =
O = OO
O O =IO

—1

Comprobamos las condiciones del enunciado. Tenemos que f(0,0,0) = (1,1,2),
y ademas:

Fler+e) = fler)+ fes) = (0,1,0) + (1,0,0) = (1,1,0)

Ejercicio 4 (2.5 puntos). En R? consideramos el punto F' = (0,0, 1) y el plano afin
S de ecuacion x — z = 0. Definimos el conjunto:

C={peR’|dp,F)=dp>9)}

Demostrar que C' es una cuddrica y clasificarla.

7T5(F)F

H: e 5L c R y sea v1,v2 € R? tal que
7TS F’

Sea el vector unitario vy =

= {vl,vg,vg} es una base ortonormal orientada positivamente. Como v3 € ?
tenemos que vy, vy €
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Consideramos el sistema de referencia ortonormal R = {mprr), B}. Las coor-
denadas de F' en R son:

——
o L 1 =]
F=F -+ —FTFS(F + —WS(F)F = mF,rS(F) -+ —WS(F)F i —
2 2 2 ava
ms(F)
_—
=<7
= (00 1 —" 1
y Uy 9

R

Ademds, dado p € R?, p = (z,y, 2)r, calculamos las coordenadas en R de 7g5(p):
Ts(p) = WS(ans(F) + vy + yvg + 2v3) =

l———=
= TTg (WS(F) + §7T5(F)F + zvy 4+ yvy + ZU3) =

l———=
=7ms(ms(F)) + 73 57T§(F>F + zvy + yvy + zv3 | = ws(F) + zvy 4+ yvg =

_
- e
= Mprg(F) — §Ws(F)F tav by = Ty, -t

R
donde he hecho uso de que v, vy € ?, V3, F?TS(F; € ?L. Por tanto, tenemos que:
p € H <= d(p,F) =d(p,5) <= d(p, F) = d(p, ms(p))

N 2
=<7
= |yt (- | =
N 2
=<7
= @2y -y | 2+ T =
2 — 2
=<7 =<7
= 22+ + e | == =

’—m/

= 2+ P+ H?TS(F)FH +74z_ _

oy
=tz wS(F)FH + 1 =
22 +y2
22 = e
|=s(F)F]

Por tanto, tenemos que se trata de un paraboloide eliptico.

Una vez resuelto el ejercicio desde un enfoque maés tedrico y abstracto, vamos
a obtener los resultados numéricos, sabiendo el valor de F' y de S. Tenemos que

7
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S =(0,0,0) + £ {(o, 1,0), 2(1,0, 1)}. Por tanto, S+ = £ {%(1,0, —1)}. Veamos

si tomando v; = (0,1,0), ve = \%(1,0, 1)y vy = \%(1,0, —1), tenemos que la base
B = {v1,v2,v3} es una base ortonormal orientada positivamente. Es directo ver que
es ortonormal, por lo que comprobemos si es positivamente orientada:

O = O

1 1
0O 0|l=1>0
1 -1

DN | —

Por tanto, B es una base ortonormal orientada positivamente. Calculamos ahora
7s(F'), para lo cual nos definimos un sistema de referencia auxiliar (no es el buscado)
para realizar de forma més sencilla los cdlculos. Sea este Ry, = {0, B}:

WS(O’ 0, 1) - (O’ 0, O) + 73 (07 0, 1) = (O, 0, 0) + (07 ?7 O) - <O7 \/757 O)
B Rau,’l)

para lo cual he tenido que calcular que (0,0,1) = <0, R —7>B. Por tanto, calcu-

lamos ahora mpgy(r):

1 V2 V2 1 V2
— N+ -F Y A - A
MFErg(F) (0,0, )+ 9 7T,5'( (O, 5 9 )R + 5 (0,0, B >B

(-5

2 4

Calculamos ahora las coordenadas de mpr4r) en el sistema de referencia usual:

ﬁ_£> vz 1 V2,

MErg(F) = (07 9 4
1 3

— 2(1,0,1) — =(1,0,—~1) = ( =,0,2

2( ’07 ) 4( 707 ) (47074>

Sea entonces R’ = {mF,rS(F), B} el sistema de referencia buscado. Tenemos en-
tonces que, en dicho sistema la ecuacién asociada a C' es:

z? + y? z? + y? 2 2
22::_:222—\/5/2 <:>\/§z:x + vy
Ws(F)F

Vemos que, efectivamente, es un paraboloide eliptico.



